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Resumen:

El objetivo principal de este trabajo serd el estudio de la ecuacion de difusién fraccionaria en
tiempo, para lo que se ha hecho uso de la definicion de Caputo. En la primera parte del trabajo
se desarrolla el esquema numérico discretizando la derivada fraccionaria, conocido como esquema
L1 y se demuestran propiedades como la estabilidad, consistencia y convergencia del método para
soluciones cldsicas. El principal resultado es que el error del método es del orden de O(727%) para
soluciones suficientemente regulares, donde « es el orden de la derivada fraccionaria. Una vez hecho
esto, se dedican dos secciones anadiendo la discretizacién en espacio y desarrollando dos métodos:
implicito y explicito. Este tltimo se terminard por descartar del estudio numérico debido a que la
condicién de CFL que surge en el estudio de la consistencia es demasiado restrictiva. También se
hara un estudio sobre las propiedades de las soluciones débiles del problema. Por ltimo, se dedica
una seccién al estudio numérico del método implicito usando ejemplos de soluciones tanto regulares

como no regulares, con el objetivo de comprobar que los errores que se obtienen son los deseados.

Abstract:

The main objective of this work is the study of the fractional time diffusion equation. The Caputo
fractional derivative will be used for this purpose. In the first part of the study a time scheme
discretization will be applied to the fractional derivative, known as L1 scheme, and properties such
as stability, consistency and convergence will be studied for classical solutions. The main result
is the O(727%) error for solutions with adequate regularity, where « is the order of the fractional
derivative. Later, in the next two sections the space discretization will be added, so we end up with
two different schemes: implicit and explicit. The last one will be dismissed as the CFL consistency
condition is too restrictive Closing the theoretical study, the next section is dedicated to weak
solutions of the problem. Finally, last section is centered in the numerical study of the implicit
scheme, using example solutions with and without sufficient regularity as to test if the errors are

the ones derived from theory.
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1. Introduccion

El uso de las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias (EDPF) en el dmbito de las matemati-
cas y la fisica es cada vez més frecuente. En general, encontramos dos tipos de EDPF': fraccionarias
en tiempo o fraccionarias en espacio. En este trabajo nos centraremos en la primera de ellas, don-
de tomaremos la ecuacién de difusién (ecuacién del calor) y sustituiremos la derivada primera en
tiempo por una derivada fraccionaria de orden 0 < a < 1. Esto lo haremos en la seccién 2, donde
se definira la derivada fraccionario de Caputo y se presentara el problema de contorno a tratar.
Para poder obtener un método numérico debemos de discretizar la ecuacion en tiempo y espacio.
Para la discretizacién en espacio no serd ninguna sorpresa que se hara uso de las diferencias finitas
centradas para el laplaciano (en una dimensién). En la seccién 3 se desarrollard el esquema L1 para
la discretizacién en tiempo. Este esquema es muy conocido en el ambito de las EDPF, generalmente

cuanto se usa la definicién de Caputo para la derivada fraccionaria.

Puesto que la derivada fraccionaria hace uso de la definicién de Caputo, los resultados sobre el
analisis numérico del método para la ecuacién de difusion local no se pueden aplicar. Por ello,
uno de los objetivos principales de este trabajo consistird en encontrar una cota de error para el

esquema numérico.

Una vez analizado el esquema L1 semidiscreto (discretizando unicamente en tiempo) en las sec-
ciones 4 y 5 se introducira la discretizacién en espacio, de manera que se desarrolle un método
numérico completo. En funcién de cémo se discretice, terminaremos con un esquema implicito o

explicito. Al igual que en la seccién anterior, se hard un andlisis numérico para ambos métodos.

El anélisis numérico hecho en las secciones anteriores para los distintos esquemas se centra en las
soluciones clésicas del problema. En la seccién 6 se hard un breve estudio de las soluciones débiles,

haciendo uso de las demostraciones de las secciones anteriores.

Por dltimo, se programarda en Matlab el método implicito, probando con distintos pasos del mallado
para comprobar la convergencia del método. Ademds, se usaran distintos ejemplos de soluciones

para estudiar el comportamiento de la ecuacién en funcién de la regularidad.

1.1. Derivada fraccionaria de Caputo

En este capitulo se daréd la definicién formal de la derivada fraccionaria de Caputo (1)), asi como
ciertas propiedades importantes como pueden ser la comprobacién de su existencia y la regla de

Leibniz.

Definicién 1.1 (Derivada fraccionaria de Caputo) Sean a € R\N, a >0 yn = |a] +1 y
sea [ : R — R una funcién de clase C™ tal que F™) es integrable en el intervalo [0, z]. Se define la
derivada fraccionaria de Caputo de orden « de la funcion f como:

1

DB = oy | @ =0 0



) 1.2 Ecuacién del calor fraccionaria en tiempo

donde f(t) es la n-ésima derivada usual de la funcion f, T(:) es la funcion Gamma de Euler (2)

y || es la funcion parte entera aproximando al natural inferior.

Teorema 1.1 La derivada fraccionaria de Caputo de orden o dada en[I]] coincide con la derivada

usual m-ésima para oo — m~.

Demostracion. Basta notar que si a« — m™, por cémo se ha definido la derivada fraccionaria, se

tiene que n = |a] + 1 = m tal que:

in_ DELf@] = tin (ot Mo om e o).

a—m= a—m— —

y podemos resolverla por partes, integrando el término (z — t) y derivando f (m),

(m) T — fym z x T — tym—a
lim D&[f(z)] = lim <_ Ff (t)  (z—1) ] + /0 : (z —t) .mf<m—1>dt>
0

a—m= a—m= (m—«) m— o m—a)'(m — «a)

1 f(m) (0) e m ‘ m—o (m—1)
—a (r(m—a+1) +F(m—a+1)/0 (@ =2y fr

= fm0) +m / ’ FrDae = £ (g),
0

1.2. Ecuacion del calor fraccionaria en tiempo

Se considera el problema de contorno formado por la ecuacion de difusién en tiempo fraccionario

dado por:
Du(z,t) — Au(z,t) = f(z,t), 2€Q 0<t<T
u(z,t) =0, red 0<t<T (1)
u(z,0) = g(x), ASEY)

donde € es un dominio conexo cerrado en R? con frontera 9Q y T' > 0 es un valor fijo. Dg; es la

derivada fraccionaria por la izquierda de Caputo, que tal como la hemos definido es:

1 Y Ou(z, s) ds
F(l—a)/o ds  (t—s)

Dgu(z,t) =

donde I'(+) es la funcién Gamma de Euler. En este caso supondremos una derivada del orden

O<a<l.
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2. Esquema L1 semidiscreto

El esquema L1 (3) es uno de los mds conocidos para discretizar la derivada fraccionaria de Caputo
en tiempo. Es importante hacer notar esto. La idea desde el principio es estudiar la ecuacion de
difusién fraccionaria en tiempo, de manera que a la hora de hacer un tratamiento discreto del pro-
blema, tendremos que considerar un mallado temporal y otro espacial. Asi, el esquema semi-discreto
es el que surge de hacer la discretizacién temporal (que solo aparece en la derivada de Caputo, el

otro término es el Laplaciano espacial).

Notacién: dada u(zx,t) la solucién exacta del problema de contorno (1} llamaremos Uij a la aproxi-
macién numérica de u(z;,t;) para z;,t; puntos del mallado correspondiente. Puesto que por ahora
sélo se va a trabajar con la discretizacion en tiempo, podemos obviar la dependencia en espacio de

manera que u(z,t;) = u(t;) y U’ denotard la solucién del esquema.

2.1. Discretizacién en tiempo

Para esta parte supondremos la ecuacién diferencial homogénea, es decir, f = 0. Como hemos
indicado, pasamos a discretizar en tiempo. La definiciéon de Caputo para la derivada fraccionaria
incluye una derivada primera (usual) en tiempo. Para poder discretizarla, lo primero que se hace
es aproximar la derivada con el esquema forward (4)). Para poder sacar este valor de la integral,
se asumira que es constante tomando el valor inferior del intervalo. Sea pues el mallado temporal
dado por:

M={t,=nr, n=0,...,N : 7=T/N},

donde se dispone de N + 1 puntos y N intervalos. Para todo 0 < n < N (puntos interiores),
dividimos la integral en una suma finita e introducimos la discretizacion. Entrando en la derivada

fraccionaria de Caputo obtenemos:

D%U(Qj‘, tn+1) =

1 - /tﬂ'+1 ou(z, s) ds

Il -a) =y 0s  (tp+1 —s)
1 z": Uit — i /tm ds
= LUt

La integral definida la podemos resolver de forma exacta:

tita ds (tns1 — s)1 -] 1 1- 1-
/t (bn1 — 9)° ”] “1-a (g1 = ) 7% = (bng1 — tj41)' %)

’ tnty1 — 8)“ 11—« t
. Tl_a 1 . 1—04 . 1—0(
=1 (1= = (n=j)"7).

donde en el ultimo paso se ha usado que la diferencia entre dos puntos del mallado se puede

expresar en funcién del paso de discretizacion. Para simplificar la notacién, introducimos los pesos

de la discretizacion como sigue:

bli=(mn+1-§)""—(n—5"% j=0,...,n
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Volviendo al desarrollo de la ecuacién podemos escribir:

rapmHl _ 1 LCIN R S v /tj+1 ds
'l —a) = T ;  (tnrr —8)”
1 N VLA VA b
I'l—a«) = T l—a '/
T S (it U)
T2-a) gﬂ v ’

donde se ha usado que nI'(n) = T'(n + 1) en el Ultimo paso.

Proposicién 2.1 (Propiedades de los pesos) Los pesos de la discretizacion cumplen las si-

guientes propiedades:
1. 07 >0,Vj=0,1,...,n

2 1= yb? <0y, ¥j=0,1,...,n

3.y b =(n+1)°
j=0

n

>0 ) =
7=1

Demostracion. Se demuestra cada apartado por separado.

1. Como n > j, cada sumando es positivo siempre. Teniendo en cuenta que 0 < o < 1, el

exponente es positivo, de manera que el primer sumando es mayor que el segundo.

2. Para lo primero basta con sustituir. Para la segunda parte, nos damos cuenta que podemos

escribir:
W=m+1—§)"—(n-)"=mn-5)"" 2" =1 =(n-j"* b,

Como 0 < 1 —a < 1, la funcién 2!~ es decreciente. Asi, como n > j, (n — j)! ™% es creciente

en j.
3. Nos damos cuenta que la suma es telescépica, de manera que se tiene:
n
DU =bg A A+ b+ b

=+ —nt gl Dl g2 1410
= (n+ 1)t
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4. La suma vuelve a ser telescopica, de manera que nos quedamos con el primer sumando del

ultimo término y con el segundo sumando del primer término:
n
bG + > b — b =bp + b — by by — b bR — b
j=1

= b — b+ 0

=0 =1
O
Con esta notacién, sea el operador definido por:
+1 T ¢ i+1 j
Loyttt i= ——— N (U7 — Y
RPN
tal que la ecuacién de difusién semidiscreta toma la forma:
0?U(z,tpi1)
LU (z,tnt1) = o2 (2)
Una vez tenemos esto, concluimos que el problema de contorno discretizado en tiempo es:
82Un+1
LaUn+1(.’I,')—82(x), J}GQ 0§’1’L<N
x
Ut(z) =0, z€d) 0<n<N (3)
U%(x) = g(2), z €0

La ecuacién la podemos desarrollar en funcién de si tenemos dos puntos en la malla o mas. Asi,

un calculo directo nos da:
. 0! 0
n=20: U—ﬁaxQ =U". (4)

Para el caso de n > 1 podemos desarrollar el operador para obtener una formulacién andloga al

caso n = 0, en el que tengamos las soluciones en tiempo n + 1 despejadas del resto:

T 11 = 41 j Ut
T et —un vt — )| = S
F(2 _ Oé) n ( ) + ]Z; 7 ( ) 612

Agrupando en mismos puntos del mallado, llegamos a:

ann+1 ap(9 Ut — n_lbn Uj+1 Uj
qom (2 - ) T =3 b 1)
=0
n—1 )
= U™bp — by _y) +bgU° + > U7 - (b — b))
7j=1

n
=bgU% + > U7 - (b — b7 y)
j=1
Llamando 8 = 7°T'(2 — «) y usando que b]! = 1, tenemos la siguiente expresion:
92un+1
Ox?

=0pU+ ) U7 (b b7 y). (5)
j=1

n>0: U -8
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2.2. Existencia y unicidad

Teorema 2.1 (Existencia y unicidad de L1) Para el esquema numérico definido en (@, existe

una solucion cldsica siempre y cuando el dato inicial cumpla g(z) € C(2) y g =0 en 0. Ademds,

esta solucidon es unica.

Demostracion. Para el caso de n = 0 podemos tenemos que la ecuacién del problema de contorno
puede escribirse como en [4l Esto no es mds que una ecuacién diferencial de segundo orden de la

forma:
A" —y=—,

donde A( es una constante e y es la solucién que buscamos con f = g la condicién inicial. Puesto

que g(z) € C(92) por hipdtesis, la solucién de la ecuacién existe y es inica. Ademds, cumple que
y € C(Q), y == 0 en 9Q. Supongamos que esto ocurre para n = k y lo probamos paran = k+1. En
este caso tenemos que la ecuacion del problema de contorno viene dada por [5l De nuevo, tenemos
una ecuacion de la forma: .
Ay —y=>_fi
i=0
donde las funciones f; son continuas. Volviendo a usar el teorema de existencia y unicidad para las

ecuaciones diferenciales ordinarias, tenemos que la solucién existe y es unica.

O

2.3. Estabilidad

Teorema 2.2 (Estabilidad de L1) El problema de contorno semidiscreto definido en @ es es-

table en norma infinito, es decir, V7 > 0 se cumple:
. < |9, n=0.1,....N

Demostracion. En el caso de que probemos que — HUO‘ ‘OO <U™(z) < HUO‘ }OO para cada x € Q y
n=0,1,..., N, entonces tendremos que |U"(x)| < HUOHOO y, en particular, la cota del enunciado.
Con esta idea, sea 3 € Q el punto tal que Ul(zy) = meaéc Ul(x). Este punto existe puesto que
estamos trabajando en un conjunto acotado. Para n = Ox, podemos evaluar la ecuacién en tal
punto, tal que:

2771
U war) < UM aag) - 5L

donde en la primera desigualdad se ha hecho uso de que, por hipétesis, x5 es el punto de maximo,

= U(ear) < |07,

de manera que la segunda derivada es no positiva. Ahora, puesto que esto es cierto para todo punto
de méximo, en particular se cumple que:

Ul(z) < rgrjlgg}lc Ul(z) = Ul(xy) < HUOHOO.

Del mismo modo, sea ahora el punto z,, € Q el punto tal que U'(zys) = migzl U'(z). Haciendo un
Tre

razonamiento andlogo, ahora tenemos que la segunda derivada sera positiva tal que:

OPUN ()

Ulz) > Ulxm) — B 5

= Um) 2 = [|U7]] -
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Por tanto, se llega a que:

U'(z) > min Ul(z) = Ulam) > - [|U°]]

Juntado las dos desigualdades, llegamos a:
~ [0 UM @) < [|U°] = U @) < |7

Como esto se cumple para todo x € €2, en particular se cumple para el maximo. Supongamos la
hipétesis cierta para j = 0,1,...,n y aplicamos induccién para n+ 1. Sea x; € 2 el punto tal que
Urtl(zy) = méé( U™t (). Entrando en la ecuacién (5 tenemos:

Te

aZUn+1 (-%'M)

o = WU (o) + Y (0F = 05y) - U7 ()

J=1

< B0 + D205 =050 - U7

Un+1($M) o

=% Z 1.

br=1

donde recordemos que la primera parte acota a U™ (x5;) por ser la derivada en el punto de méximo
negativa. Si se razona de la misma manera para x,, el punto de minimo en tiempo n + 1, se llega
a lo siguiente:

82 Un+1 ( fUm)

52 = bpU () + Z —bj 4 U’ (2m)

J=1

Un+1 (l'm) _

= =0 [[U°]] o = 2205 =050 - |07
7j=1

6+ 0 =) |00
=1

br=1

v
|

Juntando ambas desigualdades se tiene:
— |00 U @) < ||U°)] = U @) < |07

que se cumple para todo x € €2, en particular para el maximo, por lo que queda probado.

2.4. Consistencia

Teorema 2.3 (Consistencia de L1) Sea u(x,t) € C*(Qx[0,T]) la solucién exacta del problema
homogéneo asociado a . Entonces el error local de truncamiento del método numérico descrito

en (@) cumple:
|RIH < CcOo(r*™),
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donde C es proporcional a mfiXTu”(t). Por tanto, el método semidiscreto es consistente con la
0<t<

ecuacion diferencial.

Demostracion. Pasemos a analizar el error local de truncamiento del método. Recordemos que
el esquema L1 surge de la idea de discretizar la derivada parcial que aparece en la definiciéon de
Caputo. Usando la discretizacién forward directamente, se obtiene un orden de O(7). Sin embargo,
se puede obtener un error mejor (5)) usando el teorema de Taylor con resto integral (6) (en lugar

del resto de Lagrange). Recordamos que su expresién es:

(a "(q () (g z
@) = o)+ G-y + Lm0 oo LD iy [T ) (o0

Desarrollando hasta primer orden las derivadas y estimando la soluciéon de nuestra ecuacién para

cada uno de los intervalos del mallado tenemos:

u(tjsr) = u(s) +u'(s) - (tj41 — s) + / " u”(t) - (tjs1 — t)dt,

zm»=M$+w@-W$+/"Mw-www

Restando ambas expresiones, para un punto s € [tj, tj+1] tenemos que:

utyi) —ult) =)+ [ ) (- e~ [ (0)- @ - e

De esta manera, tenemos que el error entre la derivada y la discretizacién forward, escribiéndolo

de manera que el integrando sea en todo momento positivo, es:

T T t;

i (s) — W) Zulty) 1 (- /tj“ W) - (t — D)t + /Su”(t) - tj)dt> .

Introduciendo esto en la derivada fraccionaria de Caputo tenemos:

n

1
L(1-a)

Dgu(x,tpi1) =

/tj+1 8'11/(1', 3) ds

= t Os (tn—i-l - 3)a

1 ﬁiouﬁn—w«aw>/ﬁ“*;+R?“
I'(l—a) T t; (o1 —s)°

=0
= Lu(z,ty1) + RO
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Por lo que el error local de truncamiento queda como:

R = D&u(w, 1) — Loz, tayr)

_ P(ll_a) ;/t:wrl [6uéa;, s) B (@, tjy1) — u(x,tj)} . ds

T (tn+1 — S)a

1 - firt ] tit " o ° N (4 4. . ds
=) ]z(:)/t] — (/S u"(t) - (tjp1 t)dt+/t. u’(t) - (t tg)dt> (s —9)°

J

1 n tit1 1 iy
- — —u"(t) - (tj41 — t)dt - d
T-m—a)Z(/tj e AR CRUSRU LR

J=0

ti+1 1 ’ " . - ds
+/t‘ (tn+1—s)°‘/t.u () - (t — t;)dt d).

J J

[~

[0

Como tenemos las integrales dobles, podemos cambiar el limite de integracion. Haciéndolo para la
primera de las integrales tenemos:

tjt1 1 tji1 .

n+l — S

J+1 t dS
t; (t t (tnt1 — 8)*

ti+1 t 1—5 1—at

= / (tjg1—t)- {—( n+1 — a) } ~dt

t; t;

tﬁl (thrl — t)l_a - (thrl - tj)l_a
t; - o

Haciendo el mismo razonamiento con la otra integral obtenemos:

tii1 tn —t l-a tn — ¢t -«
I2:/J U//(t)(t—t]) |:( +1 ) ( +1 ]"rl) :| . dt.
t

l—«

J

Con esto podemos sustituir ambos resultados en la expresion general del error local de truncamiento:

tit1 1 _
Ry = oo @) Z/t ((tnpr =)'~ T [(tj1 =) - (bngr —15)'

(= t5) - (g1 — 1) 7)) - dt.

Una vez tenemos calculado (ain no se ha aproximado) el valor del error local de truncamiento,

podemos tratar de acotarlo. Para ello, usaremos el polinomio de interpolaciéon de Lagrange junto
su resto:

3

n

T — T M) (&) 1
p@ =3 s [ [T 229 ) By= 1) @) = L [ -
=1

T — Tj5
=1 je=1gk R T

Calculando el polinomio de interpolacién de primer orden a la funcién g(t) = (t,41 — )~ en el
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intervalo ¢ € [t;,;41] tenemos que el resto es:

. . t—t; t—t,
g(t) —p(t) = (tnp1 — )17 — |g(t)) - ﬁ + g(tj+1) - ot

= (tnp1 — )" 7% — % [9(t5) - (tj41 = 8) + g(tj41) - (£ —15)]

288 ) - ty)

= S (1= 0)(@) (1 — &)~ 1) (151 — 1) > 0,

donde en (1) se ha usado la definicién del polinomio de interpolacién, en (2) se ha igualado a la
expresion tedrica del resto y en (3) que t,&; € (tj,t41) y @ € (0,1). Si nos fijamos, la segunda
ecuacién del desarrollo anterior coincide con parte del integrando que teniamos en la expresién del
error local de truncamiento. Sin embargo, nos aparece el término (t,+1 —§j)*a*1 que para j =n-+1

explota. Por ello, empezaremos acotando solo en los puntos anteriores:

1 =2 etiea -
A:F(Q—a)jz_;/tj [2(1—04)( Ytns1 — &) 77Nt —t))(tjo1 —t)| - dt

n—

_ “‘“ Z e — &) / = )t —

2- — ) i
(1-a)(@) 7%~ L
= Y (tn - 5])
2.T(2—a) 6 JZ;) t
—a)la) 2
= 2(1F(2 )_( a)) G (tn+1 — tj+1) -1

donde se ha usado que la integral se puede resolver de forma directa:

tir1
1= [t -y
t

J

tir1 )
= / —t"+ (tj + t5) -t —tjpat; dt
t

J

3 12 tit1
= -3 Tl tt) 5~ gt t
J
7'3 . 3 .3 7'3 .
=5 (G+1)° = )+3(J+1+J)((3+1) — i) =7 +1)j
73 ) . 3 3 .9 . 3
2—3(39 +3j+1)+ *(2]4'1) (j +J)=g-

De esta manera, solo queda poder acotar la serie que aparece. Démonos cuenta que la serie es
creciente en j. Si la multiplicamos por el ancho de cada intervalo, lo que tenemos es una suma de

Riemman con los puntos inferiores del intervalo. Asi, es claro que esa suma siempre serd menor que
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la integral. Con esto podemos acotar como sigue:
2
(tny1 — tjy1)”

3
|

a—1

S

Il
L o

(tns1 — 1) 707"

INA
<.
I
—
~+
3

Rl N

(tnge1 —t) " Ldt

(tngr — t)a]t"

~+
-

a t

(thrl — tn)ia — (tn+1 — tl)ia
o

(tn—l-l - tn)ia
«

—Q

)
(0%

de donde obtenemos que:
-« 2—a

< - = .
=12 T2—a)
Por otro lado, solo queda estimar el desarrollo para los tltimos puntos del intervalo. Esto lo podemos

A

hacer de la misma forma como:

b= F(Ql—@) Z /tjj+1 <(tn+1 — 1) — % [t =) - (tpgr — 1)

j=n—1
+(t—t5) - (tns1 — tjz1)' 7)) - dt

~rama X [ (50 - Lt - 006+ @ - gt -

tit1 2 12 tjr1
/t_ 9(75)d15—1 [W'g(th(t;])'g(th)L )

/ttj+1 gyt — L [722 ~9(t) + 722 'g(tj+1)]tj+l>

- [ o252 2]
(T )
([ )

- rema (e [ )

- F(T;:aa) E oo )
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Juntando ambos resultados A y B y volviendo sustituyendo en el desarrollo del error local de

truncamiento obtenemos la siguiente cota

1 n tjt1 1
R = / ") (g(t) — = [(tj41 — 1) - g(t;) + (t —t;)g(t; - dt
w s femw ), O (900 = 2t = 0906 + (¢ - (0]
U ot 1
< — t)— — - [(tij+1 — 1) - g(t; t—1ti)g(t; - dt
<tasard ), (007 a0t st
U l—a 2%
< —(1 27(1 2—«
_F(2—a)[ o taooa U7 )}T
= CO(T*),
donde U = méx |u”(t)], con lo que la demostracién queda completada.
0<t<tnir

2.5. Convergencia

Teorema 2.4 (Convergencia de L1) Seau(x,t) € C*(Qx[0,T]) la solucién ezacta del problema
homogéneo asociado a y sea U™, n=1,...,N 4+ 1 la solucion de la aproximacion numérica

dada en el esquema (@ Definiendo el error en cada tiempo como:
e" =u(x,t,) —U".
Se tiene que:

1. Para 0 < a < 1:
el < CunT*T**, n=1,2,...,N

2. Para oo — 1:
e, < CuTT, n=1,2,....,N

donde Cy o, Cy son constantes.

Demostracion. Se seguird un razonamiento analogo al que se ha hecho para probar la estabilidad.
Recordemos que, por definicién de error local de truncamiento, la solucién exacta de la ecuacion

diferencial verifica la ecuacion del método numérico mas el error local de truncamiento.

1. 0 < a < 1: Lo primero que se demostrara es que se cumple la siguiente desigualdad:
el < Culty™)1O(), (6)
donde C), es la constante que aparece en la acotacién del error local de truncamiento en el

teorema [2.3] Para cualquier valor de « se tiene que el valor de la solucién exacta y aproximada

en tiempo cero es el dato inicial, por lo que:

[1%]] = [[u(to) = U°] = 0.
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Pasamos ahora a demostrarlo para el resto de casos. Para n = 1 usamos la ecuacién (4)) tanto

para la soluciéon numérica como para la exacta, tal que al restarlas tenemos:

261 X
(@)~ 87 = ) 4 BRI),

Siguiendo la demostracién del teorema ([2.2)), sean zps y x,, los puntos de maximo y minimo
para el(x). Entonces, es claro que podemos llegar a:

el < M1l + BBz = Bl Rl < Culby) ™ OG),

donde se ha usado que el error en tiempo 0 es nulo y que b = 1. Ademds, recordemos que

B = 1°T(2 — a). Para n = 2 podemos usar la ecuacién . de manera que, evaluando en la

solucién exacta y aproximada, la ecuacion del error queda:

0%e2(x)
Ox?

e*(x) = = bye’ (@) + (b1 — by) - €' (2) + BRY ().

Si acotamos por la norma infinito y usamos el resultado anterior:
€]l < (b1 = b0) - [[e'] | + BIIRZ] |

1
< BlIR- |l (01 = 0g) - (0) " +1)
< Cu(bp) ™" (b1 — bo) - (b5) b + bp) O(?)

2
< Culby)~'O(?),

donde en (1) se ha usado la cota del caso anterior y en (2) se ha usado la propiedad 2 de
la proposicién de manera que (b3)71b} < 1. Suponiendo la hipétesis cierta para n =

1,2,...,k lo probamos para n = k + 1 tal que usando la ecuacién

k
4] <811l + Do l1e] ] - 8 = 50) + 8] [REF|
j=1

k
1 .
<D Gy (B = 05)O(?) + B[ Re |
j=1
2 k 1
< 1)@ —bky)
j=1
L
< Cu() ™ Do T - (B —bE ) + o | O(r?)
[j=1
[ &
< Cu(0) " | Do — b)) + 05| 0(?)
=1
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donde en (1) se ha usado la hipétesis de induccidn, en (2) la cota viene dada por la consistencia
del método y en (3) se ha usado que b;? < b}, Vk > ny la propiedad 4 de la proposiciénﬂ Con
esto, queda probada la ecuacién [0} Para terminar de probar el teorema, usamos la definicién
de los pesos de discretizaciéon para ver que la funcion:

¢ 1

$(x) = =z (057,

ml—a _ (:L' _ l)l—a

es creciente al ser ¢'(x) > 0, Vo > 1, « € [0,1]. Ademés, haciendo el desarrollo de Taylor

siguiente:

se puede ver que:

1 1 1
lim ¢(x) = lim ——= = lim T a)a = .
T—00 T—00 T {1 _ (1 o l) 04} S VT ) R O(.%'_Q) 11—«

«
x 2

Al ser la funcién creciente y estar acotada, se encuentra la siguiente cota para el error:

Cu 9 Cu 9
« e} < (67 «
l_a(kT) T 771_04T O(r779),

el < Cuk™@ (b5~ )~ HkO(r?) <

para todon =1,2,...,N ya que T = 7N. Con esto queda probado el primer caso.

. a — 1 :démonos cuenta que ya no es valida la acotacion anterior ya que tiene una singularidad

en a = 1. Siguiendo un poco la idea del caso anterior, probemos primero la siguiente cota:

le"|lo <nCur®  n=1,2,...,N+1 (7)

De la misma forma que antes, lo probamos por induccién. Para n = 1 se tiene:

1!l < B11ALL, < Cur

Para n = 2 se tiene que:

[le*[]oo < B (|1 = b0) Br ||, + [|B7]].)
< Cur? (b} — b+ 1)
< Cyur? (bt +1)
= 20,72
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Suponiendo la hipétesis cierta para n = k lo probamos para k + 1:

B

el = 2o =g Nl + 8

k
Z —bkljJrl

j=1
=(k+1)C i LJFL
o k+1  E+1
i i k+1—j 1
= (k+1)C ; bk (1— T >+k+1

Para terminar bastara probar que el paréntesis es menor que 1. Usando la propiedad 4 de la

proposicién [2.1] tenemos:

k
1 1 k k k
pes il sl OO AL SR
1

<.
Il

IN
:
+ | =
—

(bg? — bﬁ,l)(k +1—j)+bf
1

<
Il

(bg? - bf_l)(k: +1—35) | + 0k

IN
:
+ |~
—

1

<
Il

Que reordenando queda como:

k .
k+1—3 1
_21 ko gk < bE.
(b = bj-1) PO I L

Jj=1

Por 1dltimo, sustituyendo en el desarrollo del error tenemos:

k
He’f“H < Culk+ )7 [ S =) + 85 | = Culk + 1)r?
o0
j=1
Como se ha probado la cota de la ecuacion [7], basta notar que nT < T paran =0,1,...,N+1

tal que queda probada la segunda parte.
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3. Esquema L1 implicito

Hasta ahora, el esquema L1 semidiscreto ha consistido en discretizar la derivada en tiempo que
aparece en la formulacion de la derivada fraccionaria de Caputo. En la ecuacién de difusién tam-
bién aparece una segunda derivada en espacio, que hasta ahora no se ha discretizado. La idea
de hacer esto era ver el comportamiento de la ecuaciéon en tiempo y comprobar que la dependen-

cia con el espacio solo interviene en aspectos como la consistencia, a la hora de acotar en norma L

Lo que haremos en esta seccién serd usar la discretizacién en tiempo que hemos desarrollado en
las secciones anteriores y anadir la discretizacién en espacio, de manera que terminemos con un

problema de contorno totalmente discretizado.

3.1. Discretizacién en espacio

Empezamos creando el mallado espacial dado por:
N =A{zym =mh,m=0,...,.M : h=L/M}
tal que haya N intervalos y N + 1 puntos, siendo x¢g = 0 el punto inicial y xp; = L el final del

intervalo, donde generalmente tomaremos L = 1. Con esto, teniendo en cuenta la discretizacion

centrada de la segunda derivada (4) a una funcién f(z) € C*(Q) para x C Q:

P f(am) _ f@m) + f@mo) = 2f(@m) D),
Ox? h? 12 ’

donde & C (Tm—1,Tm+1). Recordando la notaciéon U(xm,,t,) = U} y entrando en la ecuacién (2))

tenemos:

7&

IaUn-‘rl 1_\(27 Z b U]—H Uj ) (8)
— Oé
Upth + U”+1 20!
— —~m+l - (9)
= AU (10)

Si se agrupan los términos en mismos puntos temporales la ecuacién discretizada se puede escribir

CcOImo:

Untl 52 (Ut + Uty = 207 = bgUY + > (07 — b)) - U, (11)

J=1

Escrito de forma matricial es mas sencillo de interpretar:

((Hif)f }iA)u"“ bg - uMZ m— b)) U
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donde el sumatorio solo interviene para n > 1 y las matrices y vectores implicados son:

0 0 ... 0 Ul
1 0 1 ...0 Ul
A=|o 1 0 ... of, w=|U]
0 ... 0 1 0 U,

Con esto, el esquema implicito quedaria de la siguiente forma:

IaU(a}m,tn+1):AhU(JZm,tn_H), M>m>0 N>n>0
U(0,t,) = U(L,t,) =0, N>n>0 (12)
U(l‘m,O) :g(l‘m), M>m>0

3.2. Existencia y unicidad

Teorema 3.1 (Existencia y unicidad) El esquema implicito discreto en tiempo y espacio defi-

nido en (@) tiene una solucion. Ademds, esta es unica.

Demostracion. Basta ver que el esquema numérico tal y como lo hemos definido, no es mas que un

sistema de ecuaciones de la forma:
My =Nz < y=M !Nz,

donde la matriz N se construye a partir de la solucién en los tiempo anteriores. Para ver que existe

a solucién, basta con comprobar que la matriz M es invertible:

1+28/h*  —pB/h? 0 0
—B/h?  1+28/h?  —B/h? 0
M = (1+?£>I—éA: 0 —B/h*  1+28/h?
0 0 —B/h% 1+ 2B/h?

Puesto que es de diagonal estrictamente dominante, es invertible.
O

Observacion 3.1 El resto de propiedades numéricas, como la estabilidad, consistencia y conver-
gencia no se anadirdn. Démonos cuenta que en las demostraciones de la seccién anterior, en las
que se probaban estas propiedades para el esquema semidiscreto, la dependencia espacial de la
solucién sélo se tenia en cuenta a la hora de acotar la segunda derivada en espacio, que podemos
seguir haciendo con la discretizacion en diferencias centradas. De esta forma, bastaria repetir las

demostraciones anteriores para tener los resultados.
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4. Esquema L1 explicito

En la seccién anterior hemos introducido la discretizacién en espacio haciendo uso de las diferencias
centradas para la segunda derivada. Sin embargo, comprobamos que el esquema numérico con el
que terminamos es implicito, de manera que la solucién en un determinado tiempo nos depende de
los tiempo anteriores, pero también de él mismo, de manera que hay que resolver un sistema de
ecuaciones. El objetivo de esta seccion sera desarrollar un esquema para el problema de contorno

que sea explicito.

4.1. Discretizacion

El hecho de que el esquema en la seccién anterior fuese implicito depende directamente de la
discretizacién usada en la derivada de Caputo. Si se recuerda, usamos la discretizacién forward
dentro de la integral y asumimos que es constante, usando el extremo inferior de los intervalos.

Ahora se hara el mismo desarrollo, pero usando los extremos superiores. Con esto tenemos:

tj+1 8u (z,s) ds
D¥ t .
cu(@m, tnt) = Ti—a) Z/t (

tn+1 — S)a
1 Z Uit — ot /tj“ ds
RN e
CT(1-a) 4 T l—a 7
7=0
T ¢ -
- pr.(Uit2 — ittt
e S -
— EaUn+1
m -

Si usamos la misma discretizacion espacial para el laplaciano, obtenemos el siguiente esquema:
EaUn—H b . UJ+2 UJ+1
S |

Un+1 + Un+1 QU;'II-H
h2

= AhUg{"—l.

Agrupando las soluciones en mismos puntos de tiempo, llegamos a un esquema explicito, en el que

la solucién en un punto temporal depende tinicamente de los anteriores:

n—1

UR2 = bgUn, + ) (0 = 07) - UR? + hﬁQ (UL + Uty — 20t (13)
j=0
n+1

=bpUN + > (b — b o) - Uj, + % (Ut + Uty — 20ty (14)
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Démonos cuenta que, por la propia construccién, la primera solucién que podemos calcular con este
esquema es para tiempo 2. Asi, una forma de resolverlo serfa inicializar la solucién con la condicién
inicial, aplicar el esquema implicito para calcular la solucién en tiempo 1 y aplicar el esquema

explicito para el resto de puntos.

Con esto, el esquema explicito quedaria de la siguiente forma:

EU(xpm,tn+1) = AU (@m, tne1), M >m >0 N>n>0
U(0,t,) =U(L,t,) =0, N>n>0 (15)

4.2. Existencia y unicidad

Teorema 4.1 (Existencia y unicidad) FEl esquema explicito discreto en tiempo y espacio defi-

nido en tiene una solucion. Ademds, esta es unica.

Demostracion. Siguiendo lo comentado anteriormente, para tiempo cero tenemos que la solucion es
la condicién inicial. Para tiempo uno, se aplica el esquema implicito que, por lo visto en la seccién
anterior, tiene solucién unica. Para el resto de tiempos, por la construccion del esquema, tenemos
despejada la solucién en tiempos posteriores en funcion, inicamente, de los anteriores, de manera

que la solucién existe y es unica.

0

4.3. Estabilidad

Teorema 4.2 (Estabilidad) Sea u(z,t) C C*([0,1])x C%([0,T)) y sea U la aprozimacion numéri-
ca dada por el esquemal15 Entonces U verifica el principio del mdzimo siempre y cuando se cumpla

la condicion de CFL:
283

L=ty =55 20.

Demostracion. La idea es acotar la solucién en tiempos posteriores por la soluciéon en tiempos
anteriores, de manera que el maximo siempre se alcanza en los extremos. Esto significa que la
solucién dada por el método numérico no oscila ”demasiado”. Procedemos por induccion. Para
tiempo cero tenemos que:

0 ,
Up = g(zm) < OglnagMg(wm)-

Para tiempo uno se aplica el método implicito, que ya sabemos que es estable, de manera que:
Up =A™ glam) = |[U7]] < [|U°]] -

Para el resto de puntos temporales, podemos hacer uso de la ecuacién Para n = 0 la ecuacién
se simplifica a:
s 2B s

U2 = U+ 3 (Uha + Uy = 208) = (1= 35 ) - Uh 15 (Ohes 4 U ).
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Puesto que por hipétesis se cumple la condicién de CFL, claramente se cumple también que 1 —

23/h? > 0. Tomando normas infinito y aplicando las hipétesis en los puntos anteriores se tiene:
26 26
2 1 1 1 0
W= (1= 32) 07+ 32 10 = 107 < 0
Suponiendo la hipétesis cierta para n = k — 1 lo probamos por induccién para n = k. Entrando en
la ecuacion 13|y agrupando los términos U/j{"l:

Upt? = b5 Up, + <1 = b — h2> U + Z Uit % (Uk“ + UkH) - (16)

Ahora se pueden tomar normas infinito y tener en cuenta que, por la propiedad 3 del teorema
bé? 1 b? > 0. Teniendo en cuenta que el segundo sumando es positivo por hipétesis de la condicién

de CFL, se puede acotar como sigue:

[e.9]

28 b 26
]| < o1+ (1=t = 5 ) - [0+ D W =) 9+ T

k
<O 0]+ (1= vhor) - ||Ur |+ D 0k = v - (U7,
7j=2

k
< (h+1-vh+ D v =0k |0 = 100
=2

—pk k
—bk717b0

Por lo que queda probado por induccién.
O

Observacién 4.1 1. Es claro que si se hace tender a« — 1 se obtiene la condicién de CFL

7 < h?/2 tipica de la ecuacién del calor.

2. Démonos cuenta de lo restrictiva que es esta condiciéon de CFL para el esquema explicito. Si

despejamos el paso del tiempo en funcién del paso en espacio se tiene:

< 1_b2—1 h2 l/a_0h2/a
=\rre-a ) TOW

Tomando un paso relativamente grande en espacio como h = 10~!, tenemos que el paso en tiempo
debe de ser del orden de 7 = O(673) paraa = 0,9 y de 7 = O(10~2") para a = 0,1. Esto implica que

es excesivamente costoso computacionalmente, sobre todo si queremos refinar el mallado en espacio.

De esta manera se ha decidido que, si bien el esquema es totalmente véalido, no tiene gran interés en
este tipo de ecuaciones, ya que el método implicito puede resolverse de forma mucho maés rapida.
Puesto que no le vamos a dar ningiin uso, no se ha visto conveniente demostrar la consistencia y

convergencia del método.
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5. Esquema L1 para soluciones débiles

5.1. Introduccion

En las secciones anteriores se ha hecho un estudio numérico de las soluciones del esquema L1,
siempre y cuando el dato inicial fuese una funciéon continua. De esta manera, se podia garantizar
la existencia y unicidad de soluciones clasicas para el problema de contorno discreto, asi como
propiedades como la estabilidad, consistencia y convergencia de las soluciones. En esta seccién su-
pondremos que el dato inicial no es una funcién continua, si no tnicamente integrable, de manera
que no se podra garantizar la existencia de soluciones clasicas. Introduciremos un tipo distintos de

solucién para estos casos, llamadas soluciones débiles.

En el anexo se ha aniadido una seccién entera a la formulacién débil de un problema de contorno,
de manera que aqui solo se definird lo que es una soluciéon débil para nuestro problema en concreto
y se estudiaran las propiedades numéricas para este tipo de soluciones.

5.2. Existencia y unicidad

Definicién 5.1 (Solucién débil del esquema L1) Diremos que u(z,t) es una solucion débil de
(@ siu(-,t) € HL([0,L]), U° = g(x) € L*(0, L) y se verifican las siguientes condiciones:

L 1
/ Ulpdt + 8 / ou a*”dt / U%pdt,
0 0 8]7

n+1
n>0: / U”+1<,0dt+ﬁ/ o g(pd
0

L
(I=0b0_ /U"godt+b"/ Uogodt—i—z —b?l)/ U’ pdt,
0

para toda funcion test p € HZ ([0, L]).

Teorema 5.1 (Existencia y unicidad débil de L1) Para el esquema numérico definido en (@,
existe una solucion débil segin la definicion dada en stempre y cuando el dato inicial cumpla

g(z) € L*(Q2). Ademds, esta solucion es tnica.

Demostracion. Se procedera por inducciéon. Recordemos que el problema de contorno discretizado
esta descrito en . Para el caso base, ya hemos visto que el operador se puede escribir de forma
simplificada como se muestra en la ecuacion . Esto corresponde a un problema de contorno

asociado a una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma:
y-Ay' =f= A —y=—F,

donde y(z,t) es la solucién que estamos buscando y f = g(x) es la condicién inicial. Para un

problema de este estilo escrito de forma variacional [}
= (pl) 50(@) ) + a@ata) = £2)
7y \P@) (e q(z)x(x) = f(x).

Wer la ecuacién 1) de la seccién de formulacién débil de un problema de contorno.
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Nos damos cuenta que equivale a tener p(z) = Ay q(x) = —1, coeficientes constantes. Asi, aplicando
el teorema de existencia y unicidad para soluciones débiles, basta pedir que el dato inicial cumpla
UY = g(x) € L?(Q), ya que p(xz) > 0 y p,q son funciones continuas a trozos (por ser constantes.
Supongamos que la solucién al problema de contorno discretizado existe para un mallado temporal
con n puntos y veamos qué ocurre con n+ 1. Para n > 0, el operador L1 podiamos expandirlo para
obtener las soluciones en tiempo n + 1 despejadas del resto, obteniendo la ecuacién .

De nuevo, tenemos una ecuacién que es de la forma:
" _
y—Ay = r.

Aplicando la hipétesis de induccién, tenemos que f es una combinacién lineal de funciones L?(€2),
por lo que f € L?(2). Asi, aplicando de nuevo el teorema de existencia y unicidad para soluciones

débiles, concluimos la demostracion.
O

5.3. Estabilidad

Teorema 5.2 (Estabilidad débil de L1) Sea g(x) € L?(2), entonces el problema de contorno

semi-discreto definido en (@ es incondicionalmente estable, es decir, VT > 0 se cumple:

o), < ||U° n=01,...,N—-1

o

Demostracion. Recordemos que el operador se escribia de forma distinta en funcién de sin =0
6 n > 0. Para el primer caso tenemos que ﬂ
Ul 9y
U, —, =) = (U 9.
(U @)+ 8 ( 5 (%)0 (U, ¢)o

Particularizando para ¢ = U! tenemos que:
’3U !

oz |,
donde en (1) se ha usado la desigualdad de Schwarz y en (2) que ||¢||, < ||¢||; para toda funcién

2,

[0y =107 + 8 < [l [0y < (1l ]

I

¢ € H'. Por tanto, dividiendo a ambos lados por HU H1. lo tenemos probado.

I
Pasamos ahora al caso n > 0, que probamos por induccién. Como caso base tomaremos n = 1. De
nuevo, tomando una funcién test ¢ = U? € H&([O,T ]), que se cumple por hipétesis del teorema,
tenemos:

oU? oU?
2 2
(U,U)o+ﬁ(a$, -

Ahora, podemos pasar a las normas para obtener:

> = (1—b))(U", U)o + by(U°, U?)o.
0

2 2 aU?||* 1
2 =117+ || £ a= 1o o2l + 85 10l 121l
2
< =) 10, o7l + 83107, 1,
3
<1l 1,

2En la seccién dedicada a la formulacién débil se explica por qué el segundo sumando queda de esta forma
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donde en (1) se ha usado la desigualdad de Schwarz, en (2) se han acotado las normas en L? por

las de H' y en (3) se ha usado el resultado de n = 0, para poder acotar HU1H1 < HUOHO. Con
esto, basta dividir por HU2H1 para tener el resultado.
Supongamos la acotacién HUjHl < HUOHO para todo j = 0,1,...,n. Para el caso n 4+ 1 tenemos

que, tomando la formulacién débil para ¢ = U™ € H(]0,T]) queda, tomando directamente las
normas:

U+ |2

ox

o1} = llol+ 5 |

1 " ;

<05 [|U°] [ ] + D2 @F = oo [[U7] [[U" 1]
j=1

2 " 1

<o [|U°]] U™ ], + > @ = v [|U7]] U,
j=1

3 n

< [ vh+ D@ =v) | 0O [lom ]

j=1

=1

donde se han seguido las mismas acotaciones que en el caso de n = 1, usando la hipétesis de
induccién en (3) y la propiedad 4 de la proposicién ([2.1]). Por dltimo, basta dividir por la norma
o]
1
O

5.4. Convergencia

Teorema 5.3 (Convergencia débil de L1) Sea u(z,t) = u(t) € C3([0,T]) la solucién ezacta
del problema homogéneo asociado a y sea Ul, 5 = 0,...,N la solucion de la aproximacion

numérica dada en el esquema (@ Entonces se tiene que el error cumple:

1. Para0 < a < 1:
ej = ||ulty) = U’||, < caT*7*7%, j=0,1,2,...,N

2. Para o — 1:
ej = ||u(t;) = U7||, < eoT7, j=0,1,2,...,N

donde c1,co son constantes a determinar.

Demostracion. El error global absoluto viene dado por la diferencia entre la solucién exacta y la
aproximada dada por el método numérico en un punto de la malla. Recordemos que, por definicién
de error local de truncamiento, la solucion exacta de la ecuacién diferencial verifica la ecuacién del

método numérico mas el error local de truncamiento. Con esto pasamos a la demostracion.
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Para cualquier valor de « se tiene que el valor de la solucién exacta y aproximada en tiempo cero

es el dato inicial, por lo que:
0
lleoll; = [|u(to) = U], =0,
y se cumplen las desigualdades trivialmente. Demostramos cada una de las implicaciones para j # 0.
1. Para 0 < a < 1: se demostrara haciendo uso de la induccién matematica. Empezaremos
probando que se cumple la acotacion:

leslly = |Julty) = U7|], < ew (BPir_;) ' 7% G=1,2,...,N

Para j = 1 usamos la ecuacién tanto para la soluciéon numérica como para la exacta, tal

que:
2771
W -v) =2
2

B (ult )—u(to))—agag;l)JrRi.

Restando la segunda ecuacion a la primera y reordenando llegamos a:

821 2.1

e
el—eozﬂa 5 —|—6R1<:>6 —5W:€0+5R1-

Si se usa ahora la formulacion débil del problema queda que:

(e1,0)o + B <8a€1 g¢> = (e0, )0 + B(RL, ©)o = B(Ry, @), Vo € Hy([0,T]).

Donde se ha usado que eg = 0. Particularizando para ¢ = ey:

0
U= B(RLe1) < BB, llelly -

e = ||€1||o+BH

Dividiendo por la norma [|e1||; y usando el teorema ({2.3]) se llega al resultado:

llei]l; < B HRl < eyt =c, ()12

lo
donde se ha tenido en cuenta que 8 = B(7) y que b = 1. Suponiendo el teorema cierto para
j=1,2,...,n, para j = n + 1 usamos el desarrollo de la ecuacién (5) anadiendo el error de

truncamiento (junto con el factor [ tras operar):

n+1 OQUn+1 n n ntr0 = J n n
ur- —p 922 =U"(1—byq) + 06U +ZU - (b — b 1),
j=1
82” tn n () = n 7 n

j=1
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Restando ambas ecuaciones y Vo € HZ([0,T]), podemos escribir la formulacién débil del

problema como sigue:

deny1 O
(en+17 90)0 + /B < a;1 ) aj)
n—1

= (1 =07 1)(en @)o + 0 (eo, )0+ D _(0F = 71 (e, )0 + BRI, 0)o.
=1

Particularizando para ¢ = e,+1 y volviendo a considerar eg = 0 tenemos:

dent1
lewsall = llewsal + 8| 252
0
1
&b el Hemenll + 52 0 — ) el Hemeally + 81y Hemeal
7=1
2
2 (1) leall lewnlh + 5 0 = ) lesly Hewnlls + 811221l llenn
7=1
3 n—1 )
-1 _
< e [ (1 —bpy) (0)) +Z(b§b_b§}fl)( Z+1fj) + 1] [lent1ll;
j=
4
< cur? (bg) " +Z 7= b5-1) 06 | [lentally

~~

=1

= cu (6) 7" 7 llensally

donde en (1) se ha usado la desigualdad de Schwarz, en (2) la relacién entre las normas y en
(3) la hipédtesis de induccién. Para (4) se ha hecho uso de la propiedad 2 de la proposicién
(2.1) teniendo en cuenta que estamos tratando con los inversos de los pesos. Dividiendo por

la norma ||e,1]|; tenemos el resultado.

Una vez tenemos probada esta acotacion, usando la definicién de los pesos de la discretizacién

se puede ver que la funcién:

— (.’L’ _ 1)1701

-1
es creciente al ser ¢/'(z) > 0, Vo > 1, o € [0,1]. Ademés, j~ (bZ_H ]L =lparaj=1y

usando el mismo desarrollo de Taylor de (1 + x)® usado en el teorema [2.4] se llega a que:

1 1
(’ZS(Q;): \1—a >1 , T — 00
az—x(l—g) —a

Con esto, concluimos que para todo valor de j = 1,2,..., N tal que j7 < T:

-1 . -1 . c . _ _
HejHl < Cu (sz—j) = cuj ( Z+1—j) Ja72 < ﬁ(JT)aT2 @< Cu,ozTaT2 “
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5.4 Convergencia

2. Para @ — 1 : démonos cuenta que en este caso, la acotacion del apartado anterior no es

valida, puesto que ¢, o — oo. Hay que buscar una cota distinta. Veamos primero que:

H€j||1:Hu(t] H1<Cuj7' j=12...,N

ya que esta cota es andloga a la del enunciado, usando que jr < T. Al igual que en el otro
caso, lo probaremos por induccién. Para j = 1, podemos usar el desarrollo anterior para llegar
a:

lleally < eut®.

Por lo que la acotacién es trivial. Si se supone cierto para j = 1,2,...,n, para j = n + 1
podemos usar el mismo desarrollo anterior hasta el paso de induccién, donde usaremos la

nueva cota, tal que se tiene:

den i1
lensall = llensal + 5 | 25
0
1
<(1-b, )HenﬂoH@n+1Ho+Z 7= llesllo llentallo + 8[| B2 | Hentallo
J=1
2
<(1-by )HenH1H€n+1H1+Z 7= lleslly lentally + 8[| BEH |y llentally
J=1
3 2 n n
<ewr” | (1=bpy n+2 Pt )i+ 1 llenslly
n = j 1
= eyt (n+1) | (1- Z-1)n+1+2(b}1* ?_1)717—1—1+n7+1 |lentall; -
j=1

Para terminar la demostracion, vemos que basta demostrar que el término central entre
paréntesis es menor que 1. Veamos que esto lo podemos hacer. Empezamos separando las

fracciones para poder usar la propiedad 4 de la Proposicién

n—1 .
n+1—j 1
1—0b" 1—7 > (o — by .
( b"1)< > b ( n+1>+n+1

J=1

Por otro lado, podemos encontrar la cota:

n—1
1 1
= (1 =bp) + 3 (b = bia) + b5
n+1 n+1 =
1 n—1
< 7 | A=t + 3 (6F — b))+ 1— ) + b5
Jj=1

Que reordenando queda como:

n—1

1 n+1—j 1
—(1 =07 — b — b7 < bg.
( n—1>n+1 Z(] ]—1) n+1 +n+1— 0

=1
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Por tanto, sustituyendo ambos desarrollos en la cota del error obtenemos:

n—1 .
leaslly < cur(n+ 1) <1—bz_1>njl+j§_jl<b?—b?_l>nil+ni1
) el n+1-—j 1
= eyt (n+ 1) (1—531)(1—)+; n b ( — >+n+1
n—1
< (n+1) | (L=bp )+ ) (0F — b)) +bg
j=1

=, (n +1).

De manera que queda probado.
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6. Estudio numérico

Esta ultima seccion esta dedicada al estudio numérico del problema. Puesto que las soluciones deben
de cumplir ciertas condiciones de regularidad, como es ser C? en tiempo y C* en espacio, se usaran
distintos ejemplos de soluciones para comprobar el error del método implicito. Se usaran soluciones
con la suficiente regularidad para comprobar si el error es el que estima la teoria y soluciones no

regulares para comprobar su comportamiento.

Lo primero que se hard es definir correctamente el problema de contorno a estudiar y calcular la
solucién exacta. Como veremos en el siguiente apartado, hay formas de calcular la solucién exacta

para estos problemas, pero habra que tener en cuenta la regularidad de la solucién obtenida.

6.1. Solucién exacta

Sea pues el problema de contorno siguiente:

du(x,t) — Au(z,t) =0, z€[0,1] tel0,1]
u(z,t) =0, z={0,1} t€]0,1] (17)
u(z,0) = g(z), z € [0,1]
Vamos a empezar tratando el problema de contorno con la ecuacién homogénea asociada, tal que

f(z,t) = 0 y el dominio acotado z,t € [0,1] x [0,1]. Para encontrar la solucién exacta podemos

proceder por separacion de variables. Sea:
u(z,t) = X(x) - T(t).

De manera que sustituyendo en la ecuacién de difusiéon y operando tenemos:
T(t) _ X"(x)

() ~ X(@)

donde se ha abreviado usando la notacién DET'(t) ~ T“(t) y A es una constante. Como ya sabemos,
para el caso A > 0 no hay solucién del problema de contorno, ya que al imponer las condiciones
en el borde nulas, se obtiene la solucién u(z,t) ~ 0. Asi, para A0 — w? < 0 tenemos que la parte

espacial es una combinacién de funciones trigonométricas:

X(x) = Acos(wz) + Bsin(wz).
Imponiendo u(0,t) = u(1,t) = 0 debe de cumplirse que X (0) = X (1) = 0 (ya que si no tendriamos
T(t) ~ 0). Esto lleva directamente a A = 0 y sin(w) = 0 tal que la solucién es:

X(z) = Bsin(nmx) = Z By, sin(nmx).

Pasamos a resolver ahora la parte temporal. Usando los valores propios obtenidos en la parte
espacial tenemos que la ecuacién a resolver es:
(%)
T(t)

= —w? = —(nm)? = T(t) + n®7°T(t) = 0.
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La solucién de este tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias con derivada fraccionaria estd desa-

rrollada en la seccidn 7, en particular, en el ejemplo [2l Recordemos que:
Y(y) =AY (y) = Y(y) = Y(0)Eap(Ay®).

Donde se ha abreviado D&Y (y) ~ Y*(y) y Eqa,(-) es la funcién de Mitagg-Leffler de dos pardametros
definida en Sustituyendo todos los datos tenemos:

T(t) = T(0)Ey 1 (—n?7%t%).

Donde T'(0) es una constante independiente de z. De esta manera, al juntar la solucién espacial
y temporal podemos juntar los coeficientes de la forma C),, = T'(0)B,. Imponiendo la condicién
inicial:

oo
u(z,0) = X(z)-T(0) = Z Cp sin(nmz).
n=1
Y podemos obtener los coeficientes de la serie aplicando Fourier:
1
Cn= 2/ g(x)sin(nmx)dz.
0

Observacién 6.1 Claramente, si la condicién inicial es una de las funciones de la base de Fourier
g(x) = sin(mmx) para algin m fijo, obtenemos que los coeficientes de la serie son C,,, =1y C,, =0
para n # m. Esto es especialmente 1til ya que usando condiciones iniciales de este tipo se ahorra

mucho tiempo computacional.

Observacién 6.2 La solucién exacta para el problema de contorno homogéneo que acabamos de
resolver es:

o0

u(z,t) = Z Oy sin(nmz) By 1 (—t*n?n?).

n=1
Si recordamos el teorema [2.3] el orden del error local de truncamiento del método implicito es de
O(727%) siempre y cuando la solucién exacta tuviese regularidad C?([0,T]) en tiempo. Sin embargo,
esto no ocurre con la solucién del problema homogéneo, ya que la funciéon de Mittag-Lefller se

comporta como t“ cerca del origen y, como mucho, tendré regularidad C“ para 0 < o < 1.

Queda claro que si usamos este tipo de soluciones, el error obtenido no tendria por qué ser el
obtenido en teoria. Por ello, se debe de buscar una forma de encontrar soluciones al problema que
sean suficientemente regulares. Lo mas sencillo serd imponer una solucién al problema de contorno
y entrar en la primera ecuacién de [I] En caso de que se pueda computar la derivada fraccionaria
de Caputo de esa funcién, bastard con llamar f(x,t) a la resta Dgu(z,t) — Au(z,t). Obviamente,

ya no se trataria del problema homogéneo.
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6.2. Solucién C? en tiempo

Puesto que ahora vamos a tratar el problema no homogéneo, no podemos considerar f(z,t) =0
como se ha hecho hasta ahora. Puesto que el esquema implicito desarrollado lo hemos hecho con
esa suposicion, se reescribird ahora teniendo en cuenta el término de forzamiento f(z,t). Entrando
en la ecuacién [8] basta afladir esta funcién evaluada en los puntos de la malla en el lado derecho:

7&

IaUn-H m an . UJ+1 Uj )

Un + Untl _ 2Un+1
= 7221 = + f(.iEm, tn+1)

= AU+

donde se ha abreviado f (2, tn+1) = f. Despejando la solucién en tiempos posteriores, se tiene:
p
U;l;rl h2 (Un_"_1 + Un+1 _ Un+1) _ anO + Z ) U] 4 5fn+1

7j=1

Escrito de forma matricial es mas sencillo de interpretar:

<<1+ if)z-éxt) Ut = b U+ (b b)) U+ BT
j=1

donde las matrices y vectores son los mismos que se explicaron en la seccién dedicada al método

implicito.

6.3. Ejemplo 1: soluciéon regular

Con las ideas que se acaban de comentar, tratemos de encontrar una solucién que cumpla con las
hipétesis de regularidad. Para ello imponemos una solucién exacta que sea C? en tiempo y C* en
espacio. Ademas, la solucion debe de anularse en los extremos, de manera que un ejemplo sencillo

es tomar:
u(z,t) = t2zx(l — z).

Haciendo la derivada de Caputo en tiempo, la segunda derivada en espacio y restando ambas

expresiones se obtiene:

2
'3 —a)

Como se estd imponiendo la solucién exacta del problema, debe de ser g(z) = u(z,0) = 0.

f(z,t) = 27 (1 — x) + 2%

Como se puede ver en la Figura[l] el orden tedrico y el experimental coinciden con una precisién
de un decimal. Sin embargo, se pueden encontrar soluciones en las que el orden de error es incluso

mejor que el calculado tedricamente.
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Error del metodo: condicion inicial Cz(t)

Error del metodo

: condicion inicial C2(t)

y 10
--=Er-=-Numérico: L_: 1.81 ---gk-= Numérico: L_: 1.66

102 ¢ Teorico: 2218 1.9 Tedrico: 241 1.7
510tt 5
@ @
=3 =3
o o
- -

108k

108

102 107" 107 102 107
Log: paso del mallado Log: paso del mallado
1 Error del metodo: condicion inicial Cz(t) 1 Error del metodo: condicion inicial Cz(t)

10° T 10° T
g g
5] 5
2 2
04 -7 -

_"B’""
»-‘B'/’-
e BT
ez
10° :
10 1072 107 10 102 107

Log: paso del mallado Log: paso del mallado

Figura 1: Graficas de error para el método implicito usando una solucién regular en tiempo para

distintos valores de «.

Usando como solucion exacta:
u(z,t) = t*sin(27z).

Claramente esta funcién es u(z,t) € C*([0,1]) x C2([0,1]). En este caso, la funcién del problema

no homogéneo queda:

2

mtz_a sin(2mz) + 472t sin(27z).

f(z,t) =
En la Figura [2] se representan los errores del método usando los mismo pasos y érdenes de la de-
rivada fraccionaria que en el ejemplo anterior. Como se puede comprobar, pendiente del orden de

error calculada numéricamente para este problema es mayor que la tedrica, siendo cercana a 1,7 —2.

De esta manera, vemos que el orden de error de las soluciones con suficiente regularidad cumple que
es siempre mayor o igual que el obtenido en teorfa de O(72~%). Sin embargo, ya se ha comentado
que las soluciones exacta para el problema homogéneo no cumplen con la condicién de regularidad

necesaria cerca del origen. Veamos como se comporta su error.
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Error del metodo: condicion inicial Cz(t) Error del metodo: condicion inicial Cz(t)

10 10
--=g--~- Numérico: L‘: 1.99
Tedrico: ™ 1.7
1072 ¢ {52
= 10°% = 10°%
2 2
5] @
S S
10* ¢ 10* ¢
10° ¢ 10° ¢
10° ' 10® :
107 102 107! 107 102 107!
Log: paso del mallado Log: paso del mallado
1 Error del metodo: condicion inicial Cz(t) 1 Error del metodo: condicion inicial Cz(t)
10° T 10° T
=g~ Numérico: L _: 1.91 --=gr-~Numérico: L _:1.72
Teorico: 7~ 1.3 Teorico: 7™ 1.1
] ]
& 5]
(=] (=}
— —
10 .
10 102 107! 1078 102 107!
Log: paso del mallado Log: paso del mallado

Figura 2: Graficas de error para el método implicito usando una solucién regular en tiempo para

distintos valores de «.

6.4. Ejemplo 2: soluciéon no regular

Para esta parte se usardn las soluciones desarrolladas en el apartado anterior sobre soluciones
exactas. Recordando la observacién si usamos como condicién inicial g(x) = sin(7x), tenemos
que los coeficientes de la serie son todo nulos excepto el primero de ellos, de manera que la solucién
exacta es:

u(w,t) = sin(rx) B 1 (—t*7?).

En la Figura (3| se ha representado el error para la solucién no regular definida anteriormente. Salta
a la vista que, a diferencia de lo que se veia para las soluciones regulares, ahora el orden del error
no depende del orden de la derivada fraccionaria . En todos los casos parece obtenerse un orden

de error de O(7). Los mismos errores se obtienen al probar con la condicién inicial g(z) = z(1 —z).

Observacién 6.3 Como se ha podido comprobar con el dltimo ejemplo, incluso aunque la solucién
no sea regular, el método converge con un orden de O(7). Esto se estudia en el trabajo de Bangti

(7)), donde se trata la ecuacién de difusién fraccionaria en tiempo para soluciones no regulares.
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Error del metodo: condicion inicial no Cz(t)

10
---8---Numérico: L _: 1.
Tedrico: 7 1
107 F
= 10°F 4 =
g e
@ e @
= _-a =
104 F e J
LA
_-—‘8,"'
_-E’"‘!.
10% ¢ P 1
&
10° :
107 107 107
Log: paso del mallado
1 Error del metodo: condicion inicial no Cz(t)
10° T
Teorico: ™ 1
alfa=0.7
107 F E
5 5
T, 3| ] 5
510 o o
e} o b
e Y o
e
.»'B/"
10*F = ]
4"81/—/—
T
10° :
1o 102 107

Log: paso del mallado

Error del metodo: condicion inicial no Cz(t)

10
02| afa=03 ]
&
10° T
_4"‘3,
)’B,«-"
,z"'/
10%F e B i
./’B’—
’_,B"’—/
E)”/‘
10° :
107 102 107
Log: paso del mallado
1 Error del metodo: condicion inicial no Cz(t)
10° T
~-Numérico: L
Tedrico: ™ 1
102k alfa=0.9 J
|
109 F o
_—"B"
_»'E“"
T
104 F A E
/,B“
’__;Ef"".
B’/"
10° :
10 102 107

Log: paso del mallado

Figura 3: Graficas de error para el método implicito usando una solucién no regular cerca del origen

para distintos valores de a.
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A. Transformada de Laplace

Definicién A.1 (Transformada de Laplace) Sea f(t) una funcion definida parat > 0. La fun-

cion transformada de Laplace denotada como F(s) se define como la integral impropia:
F(s) = £UfO):= [ e ) an

para los valores de s donde la integral sea convergente (8).

Observaciéon A.1 Es inmediato comprobar que si F'(sg) es convergente, tal que existe la trasfor-

mada de Laplace, entonces F'(s) es convergente Vs > xo.

Definicién A.2 (Funcién de orden exponencial) Una funcion f(t) se dice que es de orden

exponencial o para t — oo si existen constantes M.ty € R tales que:
F(B)] < M, ¥i>0.

Como ejemplos de estas funciones tenemos todas las funciones polinémicas, las funciones racionales,

trigonométricas, asi como las propias exponenciales y logaritmicas.

Teorema A.1 (Existencia de la transformada de Laplace) Si f(z) es una funcion continua
(posiblemente a trozos) y de orden exponencial o, entonces su transformada de Laplace existe para
todo s > «.

Demostracion. Basta acotar la integral que aparece en la transformada de Laplace por otra que sea
convergente. Por definicién tenemos:
(o) (o) (o]
i =| [~ e o] < [l tswlan< [ areerar -
0 0 0

= M/OOO ele=tgp = :0 = a]\i[s (e(a_s)oo - 1) ;

M
e(a—s)t
— S

«

que sera acotado siempre y cuanto a — s < 0.
O

Definicién A.3 (Convolucién de funciones) Sean dos funciones f,g : [,00) — R integrables

en su dominio de definicion. Se define su convolucion como:

f*xg:]0,00) = R con (f*g)(t) :/0 fit —x)g(z)dx.

Proposicién A.1 (Conmutatividad) La convolucion de dos funciones tal y como se ha definido

es conmutativa, tal que se cumple:

(fxg)(t) = (g* f)().
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Demostracion. Mediante un cambio de variable podemos ver que la convolucién es conmutativa,

tal que:

(F +g)(t /ft—a: v = /f ot — u)(—du) /f ot — w)du = (g + F)(1),

donde se ha hecho uso en el dltimo paso de que la variable de integracion es muda.
O

Proposicién A.2 (Propiedades de la transformada de Laplace) Sean f(t), g(t) funciones ta-
les que su transformada de Laplace existe y sean A, B,w constantes. Entonces se verifican las si-

guientes propiedades:
1. Linealidad: LIAf(t) + Bg(t)] = AL[f(t)] + BL[g(t)].

2. Traslacion en frecuencia: g(t) = e*' f(t) = G(s) = F(s — w).

3. Proporcionalidad: g(t) = f(At) = G(s) = %F (%)

4. Derivada primera: g(t) = f'(t) = G(s) = sF(s) — f(0).
n—1

5. Derivada n-ésima: g(t) = fU(t) = G(s) = s"F(s) — Z s"1p ().
=0

6. Convolucion: L[(f x g)(t)] = L[f(t)] - L[g(t)].

Demostracion.

L[Af(t) + Bg(t)] == /OOO e ' (Af(t) + Bg(t))dt = /Ooo e SLAf(t) + e ' Bg(t)dt =
=A /Oo e S f(t)+ B /OO e Stg(t)dt = AL[f(t)] + BL[g(t)].
0 0

Lle“tf(t) —fooe_St wtE(t)dt foooe(w_s)tf(t)dt:F(s—w).
3. LIF(AL)] = [P e st f(At)dt = [;° e/ f(u) D = LF ().

= [o" e 5 f'(t)dt. Resolvemos la integral por partes:

u=e"% du = —se™ 5,
dv = f'(t)dt; v= f(t).

de manera que entrando en la expresion anterior tenemos:

LI @] = e £ ()| /Ooosf(t)e‘“dt=[e‘“f(OO)—f(O)]Jrs /ooe‘Stf(t)dtst(S)—f(O),

0

donde se ha usado que f(t) es una funcién de orden exponencial «, por lo que la funcién es

acotada. Asi, solo tiene sentido considerar la transformada para s > a.
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5. No es més que una generalizacién del caso anterior, integrando sucesivamente por partes.

6. Por definicién tanto de la transformada de Laplace como de la convoluciéon de dos funciones

tenemos:

clirra)0) = [ = [T [ / - x)g(m)dm} it =

La idea ahora es cambiar el orden de integracién, para lo cual tenemos que cambiar los limites.

Tenemos en cuenta que:
M={z,teR" : O<z<t}={2,teR" : z<t<o0},
volviendo a nuestro desarrollo tenemos que:
—st 1
/ / flt—x)g(x)e dtdq::/ g
0
[

/OO f(t —a)e stdt 2

(x)dx
g(x)dx /000 fu)e * e **du 3

_/ dg;/ f(u S<“+w>du—/ooo
= /000 e *Tg(x)dx /000 e *“fu)du =

donde en (1) y (3) se han separado las variables de integracién y en (2) se ha hecho uso del

LIF@®] - LIg@)],

cambio de variable u = ¢ — z.
O

Ejemplo 1 (Transformada de Laplace de f(t) =t") A modo de ejemplo y puesto que més
tarde la necesitaremos para resolver el problema de contorno inicial, resolveremos esta transformada.
Para ello trabajaremos por induccion.

- oo du 1 o 9 1
1. L[] = st é/ w(E)y 2o 2 Uy du 2 T(2
Ll[t] /0 e *'t dt ; e <s> e "u du 2 (2),

s 82 )y

donde en (1) se ha hecho uso del cambio de variable u = st y en (2) la definicién de la funcién

Gamma de Euler.

. . . I'(n+1)
2. Hipotesis de induccién: L[t"] = T
o x o0
n+1y _ —styn+1 1 n41 -1 _ n+1 —styn _n +1 ny 2 F(n + 2)
3. Llt ]—/0 sTHT A = 1 — ) e = LI = =

donde en (1) se ha integrado por parte tomando u = t"*! y en (2) se ha usado la propiedad
de la funciéon Gamma nI'(n) =I'(n + 1).

Definicién A.4 (Derivada fraccionaria de Caputo) Sea o € Rt y n = [n] + 1. La derivada

fraccionaria de orden o de Caputo se define como:

1

Deli @l = m—ay /0 (w— )" f) dt.
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Observacién A.2 Recordando la definicién de convolucién de dos funciones definida anteriormen-
te, se puede ver facilmente que la derivada fraccionaria de Caputo se puede escribir como:

DB ) = gy (77 1) ()

(n—«
Teorema A.2 (Transformada de Laplace de D¢) Dada la derivada fraccionaria de Caputo

de orden « tal como se ha descrito antes, su transformada de Laplace es:

n—1

LID(f(2)] = s"F(s) = Y s**1f®(0).
k=0
Demostracion. La forma maés sencilla de demostrarlo es usando la representacion de la derivada de
Caputo en forma de convolucién de funciones. Puesto que ya se ha visto cudl es la transformada

de Laplace de la convolucién, basta sustituir:

LD )] = Frrmg £ [ 1) & e el 2l 2
— 1 . F(n — Oé) S"F(s) — = Sn—k—l (k) _
n—1
— Snl_a (s"F(s) - Z s k=1 (k) (0)) =
k=0
n—1
= P (s) — Y s W),
k=0

donde en (1) se ha usado la propiedad de la transformada de la convolucién de funciones y en
(2) se han usado los resultados anteriormente obtenidos para cada una de las transformadas que
aparecen.

O

Definicién A.5 (Mitagg-Lefller) La funcion de Mittag-Leffler de dos pardmetros se define como

la serie:

00 tk
Fuolt) 1= 0 ok )

donde t,a, p € C y Re(ar), Re(5) > 0 (9).

Observacion A.3 Démonos cuenta que podemos obtener funciones muy conocidas para distintos

parametros « y 3, como por ejemplo:

E171(t) = 6t; E()J(t) = ﬁ; EQJ(t) = cosh \/i;
Teorema A.3 (Transformada de Laplace de Mittag-Leffler) Dada la funcion de Mittag-Leffler
de dos pardmetros E, g(t), se cumple que su transformada de Laplace existe y vale:
s* B
s¥ 4\

£ |17 B (70| =

siempre y cuando se cumple que Re(s) > |a|™.
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Demostracion.

o) k:tak

—sttﬁ 1
Z NG ak—i—ﬁ

(FA)F /OO st B—1 0k
—_— 5t 7 dt
I'(ak + B) ‘

£ [t Eap(Fa)] £

S—

iy
o

k
r((jﬁ il G

v (FNF T(ak +B8)
N Z T(ak+p)  sok+B

M

B
Il
=)

k=0
RSO
=2 glw) v o=
k=0 s
s=h
CEDY

donde en (1) se ha usado la definicién de la transformada de Laplace y de la funcién de Mittag-
Leffler, en (2) se ha sacado de la integral todo lo que no depende de la variable de integracién (t),
incluida la suma puesto que solo tiene sentido cuando la serie es convergente, y en el resto de pasos
se ha vuelto a usar la transformada de " asi como la definicién de serie geométrica.

O

Ejemplo 2 (Oscilador arménico fraccionario) Una vez se ha introducido la teoria sobre cémo
resolver problemas de contorno en el que intervienen derivadas fraccionarias (10) (con la definicién
de Caputo) usando la transformada de Laplace, terminamos la seccién formulando un ejemplo de
lo més sencillo. Este sera usado en la solucién exacta de la ecuaciéon de difusién fraccionaria en

tiempo. Sea el problema de contorno definido por la ecuacién siguiente:

D2ly(@)] = My(x) + (), x>0, € (0,1)
y(0) = A, AeR

Puesto que 0 < o < 1, tenemos que n = [a]+1 = 1. Aplicando la transformada de Laplace a ambos

miembros de la ecuacion obtenemos:
= L[D2(y(x))] = s"Y (s) — s 'y(0) = s*Y (s) — s* A,
= LAy(z) + f(z)] = AY (s) + F(s).

donde se ha usado la notaciéon Ly(z)] = Y (s) y L[f(z)] = F(s). Si igualamos ambas partes y

despejamos se tiene:

sa—t F(s)
+ .
S — )\ s — )\
No es dificil notar que se obtiene la transformada de Laplace de las funciones de Mittag-Leffler

Y(s)=A

para distintos pardmetros. Recordando el resultado anterior:

Lt By p(FAt%) | = 0
' s¥ 4+ A
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Podemos tomar la transformada de Laplace inversa para calcular la solucién:

y(@) = L7V (5)] = ABap(Aa®) + L7 [F(_)A] .

Para calcular el ultimo término, podemos usar el teorema de convolucién y notar que:
L7YUF(s)-G(s)] = fxg =L [F(s)] % L7[G(s)).

De manera que nos queda:

£ (SF“)) _ Lal_A] ¥ L7VF(s)] = 2% B (\a®) * ().

Por tanto, la solucion del sistema de contorno vienen dada por:
xX
y(2) = ABor(Aa®) + / B MO (@ — 1) d.
0

Observacién A.4 Las funciones de Mittag-Leffler forman un sistema fundamental de soluciones
para el problema homogéneo asociado. Por supuesto, una de las dificultades con la que nos encon-

tramos es poder resolver la integral que aparece en la convolucién para la soluciéon particular.
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B. Formulacion débil de un problema de contorno

Al desarrollar el esquema L1 semi-discreto (discretizando solamente en tiempo), no se obtienen
soluciones todo lo regulares que nos gustaria, de hecho, ni siquiera tienen por qué ser regulares.
Esto significa que no podemos encontrar soluciones fuertes o clasicas, que mantienen la regularidad
en todo el intervalo. El problema surge cuando los datos de la ecuaciéon diferencial del problema de
contorno no verifican ciertas hipétesis de regularidad (por ejemplo si estan en L?). Por ello surge
la necesidad de definir otro tipo de soluciones que no sean necesariamente regulares en todos los

puntos del intervalo.

Consideremos el problema de contorno lineal en forma variacional (1)) definido como:

i (M) o) + o) = f(@), @ € fan. 1)

z(xo) = a,z(L)=0b

(18)

Supongamos que los coeficientes cumplen: p € C([zo, L]) y ¢, f € C([xo, L]). Sea ¢(x) € C*([xo, L])
una funcién cualquiera a la que llamaremos funcién test. Multiplicando la ecuacién por esta

funcién e integrando en el intervalo I = [z¢, L] obtenemos lo siguiente:

_ /x L < (p(x)(ix(x)) () + / ¥ d(@)e(@)p(e)ds — / L F(@)p()de.

0

El primer término de la ecuacién anterior podemos integrarlo por partes, de manera que tenemos:

/%L % (P(x)(ix(@) o(x)dz = P(:U)a:/(x)go(x)]; — /ILP($)$,($)¢/(x)dx.

0

Sustituyendo llegamos a la siguiente expresion:

L L
/ p(x)x/(x)@/(x)dx—l—/ q(z)x(z)p(z)dx =

0
L

xoL
_ f(w)w(w)dx+p(w)x'(w)w(l‘)]

o
Démonos cuenta que nuestro problema ((18]) esta definido con condiciones tipo Dirichlet, por lo que
los valores de la derivada z/(z) en el contorno no los conocemos. Asi, para simplificar la expresién
anterior, pediremos a la funcién test ¢(x) que se anules en los extremos del intervalo. Asi la ecuacién
se simplifica a:

L

L L
| per @@+ [ a@alaead= [ f@eds. (19)

fy) X0 o
Observacién B.1 1. Démonos cuenta que, a diferencia de los problemas de contorno de segun-
do orden en los que la solucién debia de ser una funcién C?, en este caso vale con que sea C!,

de hecho H'. Por asf decirlo, un orden de regularidad se lo hemos pasado a la funcién test.

2. Para que la ecuacion esté bien definida, las integrales deben de ser finitas. Al ser z, ¢ €

CY([zo, L)), basta con que los coeficientes p, ¢, f sean integrables.
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3. Por 1ltimo, ni siquiera es necesario que la solucién z sea C*, basta con que sea integrable (al
estar la derivada definida dentro de la integral) por lo que el tipo de soluciones que estamos

buscando estardn bien definidas incluso cuando 7’ tenga discontinuidades.

Definicién B.1 (Derivacién débil) Diremos que una funcion x € L?([xg,L]) es derivable en

sentido débil si existe una funcion g € L*([wo, L)) tal que se cumple:

L L
| s aae =~ [ g@)s(wyia,
x0 xo

para toda funcién ¢ € Ci([wo, L]). A dicho funcién g le llamaremos derivada débil de x y la deno-

taremos como g = x’.

Observacién B.2 Démonos cuenta que si x es una funcién derivable con derivada continua, en-
tonces podemos integrar por partes y la expresién anterior se cumple para g(t) = 2/(t), la derivada
usual. Sin embargo, esta nueva definicién de derivada nos servird para aquellas funciones en las que

la derivada clasica no esté bien descrita en todos los puntos, como funciones con discontinuidades.

Antes de definir lo que serd una solucién débil del problema, introduciremos unos espacios de

funciones que estan directamente relacionados con lo que acabamos de ver:

L3(I) = {v el : /I|v(x)]2da: < oo} :
H'(I)={veL*(I) : v € L*(I)},
Hy(I):={ve H'(I) : v|or =0},

donde la derivada que aparece en el espacio H! se entiende en sentido débil.

Observacion B.3 Démonos cuenta de que necesitamos que las soluciones sean integrables, por lo
que deberan de ser L? o estar en un subconjunto suyo. Puesto que también necesitamos que lo sea
su derivada, es necesario definir un nuevo espacio en el que esto se cumpla. De ahi obtenemos el
espacio H'. Ademds, como se ha visto en el desarrollo anterior, nos gustarfa llegar a una formulacién
simplificada del problema, para lo que pedimos que las funciones test, ademds de lo anterior,
cumplan que se anulan en los extremos, es decir, que estén en el espacio H&. Vemos que es en el
espacio H' donde interesa buscar las soluciones débiles del problema, y el espacio Hj simplemente
es un subespacio del primero, en el que pendimos que la funcién se anulen en los extremos, para

obtener nuestro esquema simplificado.

En estos espacios podemos definir el producto escalar de funciones:

L
(u,v) 2 ::/ u(z)v(x)dz, u,ve L*(I),

L L

u(x)v(x)dz —|—/ o (z)' (z)dz,  w,v € HY(I),

zo

(u,v) g1 = (u,v)p2 + (Ul,’Ul)Lz = /

zo
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los cuales inducen las respectivas normas:

L

lull 2 o= /(w0 = ( / \u(sc)Fdx) "

0

) 9 \1/2
ullgzs = /T wygn = (JfullF2 + [Ju/][5.) -
Con esto ya estamos en condiciones de formular de manera precisa la soluciéon débil del problema

de contorno .

Definicién B.2 (Solucién débil) Sean p y q funciones continuas a trozos, con un nimero finito

de discontinuidades, todas de salto o evitables y f € L?(xo, L). Diremos que x(x) es una solucién

débil de @ si x € H}([zo, L)) y verifica

L

[ v |

0 o

L
de)e@)e(@)s = [ fa)plands
para todas funcion test ¢ € HE([zo, L]).

B.1. Existencia y unicidad de soluciones débiles

Definicién B.3 (Espacio de Hilbert) Diremos que un espacio vectorial normado es un espacio
de Hilbert si:

1. La norma estd inducida por un producto escalar.

2. Es un espacio completo.

Observacién B.4 Todos los espacio que se han descrito en esta seccién son de Hilbert: L?([z, L]),
H([z0, L)) y H ([0, L])-

Teorema B.1 (Lax-Milgram) Sea V un espacio de Hilbert con norma ||-||y, y seaa : VXV — R

una forma bilineal y L : V — R una forma lineal que verifican:
1. a es coercitiva, tal que existe una constante o > 0 con:
a(p.9) > allelly,  parap e V.
2. a es continua, es decir, existe una constante 8 > 0 tal que:
la(e, )| < Bllelly ol ,  para v, ¢ €V.
3. L es continua, es decir, existe una constante v > 0 tal que:

IL(p)l <vllelly,,  parapeV.
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Entonces existe un unico u € V tal que

a(u, ) = L(p), para e V.

Ademas se cumple la acotacion de la norma:

.
< —.
llly <2

La idea para ver la existencia y unicidad del problema de contorno descrito por la formulacién
débil, sera poder reescribirlo en la forma del teorema anterior. Sea entonces el espacio de Hilbert
V = H}([to, T]) y la forma lineal:

L
Li H(oo L) >R, Lip)i= [ fla)ela)da,

y la forma bilineal:
L L
a : Hy([wo, L)) x Hy([zo, L]) = R,  a(u,) 1=/ p(x)u'(ﬂf)@'(x)dfﬂJr/ q(z)u(z)p(z)dz.

o o

Por tanto, una solucién débil del problema serd una funcién u que cumpla:
u € Hy([zo, L)) : a(u,¢) = L(p), Y € Hy([z0, L])-

Antes de enunciar el teorema formal sobre la existencia y unicidad de soluciones débiles, veremos

una acotacién importante que usaremos en la demostracién del teorema siguiente:

Teorema B.2 (Desigualdad de Poincaré) Para toda funcién u € Hg([xo, L]) se verifica que:
L L )
/ lu(z) > de < (L — xo)Q/ v/ (z)|” de,
xo xo

que podemos simplificar a:
lul|p2 < (L — o) ||| 2 -

Teorema B.3 (Existencia y unicidad débil) Sean p,q funciones continuas a trozos, con un
nimeros finito de discontinuidades, todas de salto o evitables y que f € L%(|xq, L]). Supongamos

que p(z) > po > 0 para todo = € [xg, L] y sea:

a = min {po,po + (L — x0)? min q($)} > 0.

[‘TOvL]
Entonces, eziste una tnica solucion débil u € H}([zo, L]) del problema (@ y se cumple:

11l (= o)
< .
g < S

Demostracion. La idea serd usar el teorema de Max-Milgram. Ya vemos céomo deben de ser las

funciones L, a para poder describir el problema en la notacién del teorema. Por tanto, solo basta
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comprobar que estamos en las hipdtesis correctas.
Para ver que las funciones L y a son continuas, vemos que:

1 2
IL(p)| = < A2 Nl e < I L2 (L = zo) 1@l g = [l g

/ F@)p(a)da

donde en (1) se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwartz y en (2) la desigualdad de Poincaré.

Podemos hacer lo andlogo con la forma bilineal:

L

L
a(u, )| < / Ip(a) (2)¢/ (2)| de + / lg(e)u(z)p()| d

0 o
< 1plloo I[2'] 2 11']] 2 + allo Il el 2
< (lIpllse + llalloo (Z = 20)%) Il gy Il 1y

= B llul sy Nl -

Solo queda probar que la funcién bilineal es coercitiva, para lo cual tenemos:

L

a(u,u) = /J:Lp(x) ‘u'(w)‘Qdﬂv +/

2 ,
q(z) [u(z)|* dz > po |[W/]|}» + min q(z)||ull}2,
0 z0 [zo,L]

donde se ha usado la hipétesis p(z) > pg > 0. Ahora bien, en caso de que ¢(x) > 0 para todo
punto del intervalo, podemos deshacernos del iltimo sumando y llegar a que a es coercitiva con

a1 = pp. En caso de que ¢(x) < 0 para algin punto, entonces podemos volver a usar la desigualdad

de Poincaré:

o) 2 (o + (L= 50 iy ) [}, = a2
Z0,

Con esto, vemos que la funcién a siempre es coercitiva tomando:

a = min{a, az}.
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C. Coddigos

function U = implicito(dx,dt,L,T,alfa,inicial,funcion)

% La funcion calcula la solucion numerica para el problema de
% contorno en x,t = [0,L]1x[0,T] para la ecuacion de difusion
% fraccionaria en tiempo de orden alfa usando el esquema implicito

YA

A dx: paso en espacio

% dt: paso en tiempo

% L: extremo superior en espacio

% T: extremo superior en tiempo

% alfa: orden de la derivada fraccionaria (0<alfa<1)
A inicial: condicion inicial g (x)

% funcion: funcion f(x)

YA

% Las dos funciones hay que llamarlas en modo ’handle’ =0(x,t)
g = inicial;

f = funcion;

/numero de puntos del mallado
Nx = round(L/dx) - 1; Jinteriores para espacial
Nt = round(T/dt) + 1; %todos para el temporal

x = dx:dx:L-dx; x = x’; Yvector de puntos espaciales

%creamos la matriz del sistema
beta = dt~alfa*gamma(2-alfa);
D = beta/dx"2;

E 1+2%D;

e = ones(Nx,1);
= spdiags([-D*e, E*e, -Dxe],-1:1,Nx,Nx);

%solucion en tiempo O y 1

Ui = zeros (Nx,Nt);

Ui(:,1) = g(x,0,alfa);

Ui(:,2) A\(betax*xf(x,dt,alfa)+Ui(:,1));

%solucion para tiempo >= 2
for n=1:Nt-2
Uf = pesos(n,0,alfa)*Ui(:,1) + beta*f(x,(n+1)*dt,alfa);

k = 1:n; k = k’;
Uf = Uf + Ui(:,2:n+1)*(pesos(n,k,alfa)-pesos(n,k-1,alfa));

Ui(:,n+2) = A\Uf;

end
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/condiciones de contormno
U = zeros(Nx+2,Nt); U(2:end-1,:) = Ui;

end

function b = pesos(n,j,alfa)

% calcula los pesos b"n_j de la discretizacion del esquema L1

b = (n+1-j). " (1-alfa)-(n-j)."(1-alfa);

end

function B = coeficientes(n,modo,inicial)

% Coeficientes de Fourier de la solucion exacta.

yA n: indice del coeficiente a calcular
YA modo: tipo de problema a resovler
% inicial: condicion inicial g(x)

% Si el modo es 2, calcula numericamente los coeficientes para una condicion
% incial dada. Para los modos 3 y 4, devuelve los coeficientes calculados

% previamente para dos condiciones inicales concretas

if modo == 2

%condicion inicial g(x)

g = inicial;
B = @(n) 2xintegral (@(x) g(x).*sin(n.*pi.*x),0,1);
elseif modo == 3

%condicion inicial: x(1-x)

B = -(4*cos(pi*n)-4)./(n*pi)."3;

elseif modo == 4

%condicion inicial: x~2(1-x)

B = -(8*cos(pi*n)+4)./(n*pi)."3;
end
end
function U = exacta(x,t,alfa,inicial,p,modo)

% Calcula la solucion exacta para la ecuacion de difusion fraccionaria
% en tiempo de orden alfa dada la condicion inicial.

A
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YA x: punto espacial
YA t: punto temporal
% alfa: orden de la derivada (0<alfa<1)
% inicial: condicion inicial g(x)
% p: numero de sumas de Fourier
YA modo: tipo de problema a resolver
if modo == 2
B = coeficientes (1,modo,inicial);
for k=1:p
b(k) = B(k);
end
k = 1:p;

U = b.*xmlf (alfa,l,-t"alfa.*k. 2.%pi~2,16)*sin(k’*pi*x);

else
k = 1:p;
coeficientes (k,modo,inicial);
U = B.*mlf (alfa,l,-t"alfa.*k."2.*%pi~2,16)*sin(k’*pi*x);

o5}
]

end

end

function y = error_implicito(tau,L,T,alfa,inicial,funcion,solucion,p,modo)

% La funcion crea la grafica del error frente al paso del mallado para el
% esquema implicito, tomando el mismo paso en espacio y tiempo.

%

% tau: vector de pasos de mallado

% L: extremo superior en espacio

% T: extremo superior en tiempo

YA alfa: orden de la derivada fraccionaria

% inicial: condicion inicial g(x)

% funcion: funcion f(x)

% solucion: solucion exacta u(x,t) si se conoce
% p: numero de sumas de Fourier

yA modo: tipo de problema a resolver

)

% Las tres funciones hay que darlas en modo ’handle’ =@(x,t,alfa) aunque

% solo dependan de una variable. La funcion devuelve la grafica y la

% pendiente de la recta de ajuste (orden del error)

for i = 1:length(tau)
dx = tau(i);
dt = tau(i);




o1

u = solucion;

U_exacta = u(x,T,alfa);

else

U_exacta = exacta(x,T,alfa,inicial,p,modo);
end

U_implicito = implicito(dx,dt,L,T,alfa,inicial,funcion);

error (i) = max(abs(U_exacta’-U_implicito(:,end)));
end
model = @(k,x) k(1)*x+k(2);

figure
if modo == 1
y = nlinfit(log(tau),log(error) ,model,[2-alfa,0]);
p=loglog(tau,error,’r-.s’,tau,tau.”(2-alfa),’b’);
p(1) .LineWidth = 1; p(2).LineWidth = 1;
title (’Error del metodo: condicion imnicial C~{2}(t)’)
text2 = [’Teorico: \tau"{2-alfal}: ’ num2str(round(2-alfa,2))];

else
y = nlinfit(log(tau),log(error) ,model,[alfa,0]);
p=loglog(tau,error,’r-.s’,tau,tau.”(1),’b’);
p(1) .LineWidth = 1; p(2).LineWidth = 1;
title (’Error del metodo: condicion imnicial no C~{2}(t)’)

text2 = [’Teorico: \tau~{alfal}: ’ num2str(round(1,2))];

end

xlabel(’Log: paso del mallado’)

ylabel(’Log: error’)

textl = [’Numerico: L_{\infty}: ’ num2str(round(y(1),2))];
legend (textl ,text2,"Location","northwest")

end
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